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SUITES ET RECURRENCE - COURS "'-'2.

-
I. LES SUITES : DEFINITIONS . Il. MODES DE DEFINITION D'UNE SUITE N
Une suite numérique est une fonction définie sur [¥ (ou a partir d'un 1) Suite explicite
certain rang) a valeurs réelles. u Le terme général u,, est donné en fonction de n.
@
On la note (). 5. . Exemple : u, = n®—3n+2
i, est appelé le terme de rang n. 44 ° On peut calculer directement n'importe quel terme.
| 34 L]
Exemples : 2 ® 2) Suite définie par récurrence
= 1 2 2 :
Wik % e On connait le premier terme ty (ou ) et une relation
* Uy =n? —3n ] R qui permet de calculer chaque terme & partir du précédent.
. 2 3 & &5 &n

suy =3 ety =2u, +1 =2 Exemple : uy =2 et w,,y = 3u, — 1

(suite définie par récurrence) ;

On calcule successivement wy, ua, 3. .. .

A

f IIl. RAISONNEMENT PAR RECURRENCE _
m | [_Schéma {i_dée de_s domines) ]

Pour démontrer qu'une propriété P(n) est vraie pour tout entier n = ny
(ng entier naturel fixé), on procéde en deux étapes :

Initialisation : on démantre que la propriété est vraie au ran : : .
o W i S L ng + 1 ng + 2

@ Hérédité : on démontre que pour tout entier k > ng,
si la propriété est vraie au rang k, alors elle est vraie au rang k + 1. [

+ Le domino 1ng tombe (initialisation)

Conclusio_n_i . » Sile domino k tombe, alors le domine k& + 1 tombe
e (heredite)

=> Tous les dominos tombent !

Si l'initialisation et |I'hérédité sont vérifiées,
alors la propriété P(n) est vraie pour tout entier n = ng.
\: /

IV. VARIATIONS D'UNE SUITE
Signe de u,, ., —u

Soit (u,) une suite définie sur I,

n

) _ ey — Uy > 0 tppy — Uy < 0 Unpr — Uy =0
* (uy,) est croissante si pour tout n, gy — g = 0. Suite strictement Suite strictement Siiite constante
o (1) est décroissante si pour tout n, ., — i, < 0. Srcante -2
Un iy,
* (@, ) est constante si pour tout n, i, —u, = 0. b
bt e s 8 & o
.
Méthode pour étudier les variations : ” I 4
Pour étudier les variations d'une suite (u,,) :
£ Calculer 1,y — ty,. Soit (u,) définie par 1, = n® + 2n.
1 Factoriser et étudier son signe. On caleule t,q — Uy = [(n+1)2+2(n+1)] — (n* + 2n) = 2n + 3.

Or2n + 3 > 0 pour tout n € .
Donc (u,,) est strictement croissante.

V. LIMITES DE SUITES

=} En déduire le sens de variation de (uy,).

1) Limite finie 2) Limite infinie 3) Exemples usuels
On dit que {u,,} admet pour limite L si, pour tout e > 0, = lim u, = +00 si, pour tout 4 > 0, ! e lim n=+4+0c
il existe un rang NV tel que pour tout n > N, il existe N tel que pour tout nn > NV, P S !
|, — L| < e w, > A 1“5" LA « lim — =0
+ - - n—4oo N
. -
On note : Nll‘t_'f_]‘c uy = Lo 3 - = sig>1
. b 4 6 810 n | « lim g"= si —1<g<l1
. h— 400 < l
2 lim w, = —oc si, pour tout B < 0, dwerge sig=—
= ot
1 er v, e . il existe N tel que pour tout n = N, = I“‘." VR = +00
L ¢-o0 u, < B. ¢ 3 4 6 & 10 T
® -5 P, : 1
sy -10 ‘ea = lm —=0 (a>0)
L - - - - - * . B n—s +oc ™
0 2 4 6 8 10 n -15 .—

' Le raisonnement par récurrence est un outil puissant pour demontrer des propriétés pour tout n.

A RETENIR @ v Le signe de 1w,y — 1, permet de déterminer les variations d'une suite.

' Une suite peut converger vers un réel, vers + 00, vers — oo ou ne pas avoir de limite.
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=1 — +00
wy = V1 - +00
g=>1 400
u“:qn I
-1<g<1 0
1
Up = — n=l 1]
mn
1
Un = — a >0 1]
b 0 +o0 sia>0
Un ™= 007 an —o0 sia<0
Remarque

Cette liste n'est pas exhaustive mais regroupe les limites les plus fréquemment
rencontrées.

VIIl. THEOREMES UTILES SUR LES SUITES

Théoréme des gendarmes iy

ey

Si, & partir d'un certain rang ng, on a :

" L
Uy S Un S Wy *
iy
etsilimu, = limw, = L alors limw»,, = L.
L Tig n
Théoréme de convergence monotone
Si (uy) est croissante et majorée, Croissante et majorée  Décroissante et minorée

iy, B

Ll o I
..
.
/._.‘ o ..., -

alors elle converge.
Si (u, ) est décroissante et minorée,
alors elle converge.

S L
Théoréme de la limite d'une suite
et opérations Ramarous
Si limu, = L et im v, = L' alors : s théordmes sont valables si les

lim (w, +v,) = L+ L'
lim (Auw,) = AL pour tout réel A

limites considérées existent et
ne conduisent pas & une forme

indétermings.
lim (upv,) = LL'
- e " Uy, L @
Si L' #0 alors "I—IHE = 5y

CPacE 272 )

VIl. OPERATIONS SUR LES LIMITES

1) Limite d'une somme 3 .
r.li.].]l s L . L +oc 20
lim v, A l +80 + -0
]m‘! {1ty + w,) L +.L | +o0 400 F.I.*

* Forme indéterminée.

2) Limite d'un produit

ll_l.!l Uy L L#£0O +00 ]

Ii_l?l Un L o0 +00 4o ou —o0

Eiui (unty) LL! 400 ou —oo +o0 F.1.*
3) Limite d"un quotient

li_r-n_ Uy & L#0 0 +00

lim v, L'#0 ] 0 +50 o —50

) | L .

lim — - +00 ou —00 F.L* 1

Un L

Remarque : Les formes indéterminées fréquentes sont :

Oix oy 2, o0 — ooy 00 1%, 102 0%,

0

IX. THEOREMES DE MAJORATION ET MINORATION

Théoréme de minoration |

Si, a partir d’un certain rang n,, on a : |

Un < Uy |
etsi lim wu, = +oo,

n—+00
alors lim w, = +o0. ‘

n—+00 |

Théoréme de majoration

Si, a partir d'un certain rang n,, on a:

uﬂ 2 pn

etsi lm wu, =—o0,
n—++00

alors lim w, = —c¢
To—e 400

X. ETUDE DU SIGNE DE u,,,; — u, ET VARIATIONS

Pour étudier les variations d'une suite (), on considére la suite de différences v, = ;1 — u,.

@ Siwv, > 0 pourtout n a partir d'un certain rang :
alors (u,,) est strictement croissante.

® Siv, <0 pourtoutn & partir d’un certain rang :
alors (uy,) est strictement décroissante.

® Siwv, =0 pourtout nn a partir d’un certain rang :
alors (u,,) est constante.

Méthode
o Calculer u,,, ; — u, en fonction de n.
9 Factoriser ou mettre sous forme simplifice.
o Etudier le signe de 1, — 11,
o Conclure sur les variations de (i, ).

@

A RETENIR EE¥AT: signe de u, ., — u, donne directement les variations d’une suite.

v Le raisonnement par récurrence est un outil puissant pour démontrer des propriétés pour tout n.

& Savoir reconnaitre les formes indéterminées est essentiel lors d'études de limites.





