Suite croissante et majorée

On considere la suite (u,,) définie par up =1 et w,. = -—u—”i?g :
Uy + 2
| n i _2xl+3_§ 2rt1+i 19 .21:,+.5 71
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n Les premiers termes sont croissants et semblent se rapprocher de v/3
| =
=~ 1,732,
Montrons par récurrence que pour tout nn € [,
o Initialisation : wy = 1 et 1< 1 < /3.
Donc la propriété est vraie au rang initial.
» Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n, n € M fixg,

1<u, < V3.

1<u, < V3.
2u,+3 2x1+43 5
Alors w4 = ==>1
TR T T R
2v3+3
et = /3.

Unp1 5 m
Donc 1 < upyy < V3.

Donc la propriété est vraie au rang (n+ 1) et elle est donc héréditaire.

Conclusion: pourtout n € M, 1 < u, < 3.
n Pourtout n € N, wpeq — ity = — (2n — 1)(up — v3) .
Uy + 2

Or 1 <, < /3 donc (1, —1) 20, (uy, — V3) <06t u, +2>0.

Ainsi -ty ey —uy = 0.
B La suite (u,) est donc croissante.
B D'aprés la question 3, (u,) est majorée par v/3.

7 La suite (22,) est croissante et majorée, donc d'aprés le théoréme de
convergence monotone, elle converge.
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Rappels utiles :

» Suite croissante et majorée = convergente
¢ Suite décroissante et minorée = convergente
* Théoréme de convergence monotone

e Suite définie par wp4q = flu,)
9 Sulte decrmssante et minorée
On considere la suite (v,,) définiepar o —5 o 4,,, = 22 e
g 2
543 443 3,5+3
n r.-l=d2 =4, -:12=T= W9, V3= 5 = 3,25,
B Les premiers termes sont décroissants et semblent se rappracher de 3.

Montrons par récurrence que pour tout n € I,
Yy = 3.
o |nitialisation: v, =5 > 3.
Donc la propriété est vraie au rang initial.
» Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n, n € I fixé,
v, > 3.

tpn+3 _ 343
>—...
2 = 2

Alors vy = = 3.

Donc v,yq = 3.
Donc la propriété est vraie au rang (n+1) et elle est donc héréditaire.
Conclusion : pour tout n € N, v, > 3.

3 ~ Un

2
Comme v, > 3, onad —uv, <0, donc v,y — v, <0
La suite (w,) est donc décroissante.

Pourtout n € M, ona: wpyy—wp =

D'aprés la question 3, (w,,) est minorée par 3.

A A0

La suite (v,) est décroissante et minorée,
donc, d'aprés le théoréme de convergence monotone, elle converge.

9 Etudier une suite définie par ,,., = f(u,)

On considére |a fonction f définie sur ]—1; 4+-00[ par Fl)= z+4
i3 x+1
et la suite (u,,) définie par up =2 et wuueq = flu,).
" +1)—(z+4) =3
est dérivable sur -1 ; +oqf et (& <.
n f I- L (x+1)% (.r.:+1)2

Donc f est strictement décroissante sur |—1; 4o0f.

B Pourtout = € [2:5], f

f3) £ flx) = £(2), soi

4 T
= Tt Comme [ est décroissante,

ﬁ

t*—.ff{r) done 2 <5y <

Ainsi, si x € [2; 5], dlors f(z) € [ 2]

Montrons par récurrence que pourtout n € N, 2 <, <5.
» Initialisation : uy = 2 € [2: 5]. Donc la propriété est vraie au rang initial.
» Héredite : supposons la proprieté vraie aurang n, n € M fixé, 2 < u, < 5.
Alors w4y = flua) € [2: 5] d'aprés la question 2.
Dofic 2 Saipyy <5,
Donc la propriété est vraie au rang (n+1) et elle est donc héréditaire.
Conclusion : pour tout n € M, 2 < w,, < 5.

Comme f est décroissante et up =2, ona flug) < wp, donc uy < ug.
Plus généralement, si w,, > u,,,, alors u,,
Donc (u,,) est décroissante.

La suite (u,,) est décroissante et minorée par 2, donc elle converge
(théoréme de convergence monotone).

lim

n——+oa

ﬂ (Facultatif) On conjecture que e =2

= flitn) < flttny) = .

£ ' - r
,G Etude d’une suite récurrente
Soit () la suite définie par upy = 30 et, pour tout entier naturel n,
Unpt1 =

1
§t.',n + 10.

On pose, pour tout n € N,
a .

1
E Ona vy =ty —20= Euﬂ +10=-20= %f-u.n — 20)

Donc (v, ) est géométrique de raison % et de premier terme
vy = ty — 20 = 10, |

1)?!

Pourtoutne N, wv,= l(](—
On en déduit que, pour tout n € M,

vy, = Uy — 20,

% x 30+ 10 = 25, x 20+ 10 = 22,5.

B2 | =

itp =

L

2

2

U = va + 20 = 20 + 10(%) :

1 " gz
B Comme < =<1,0ona lim 10|=}) =0,
2 n—4oo 2
donc  lim w, = 20. g
n—r+o0

La suite (u,) converge vers 20,




