FICHE #3
CORRIGE

SUITES ET RECURRENCE

% NIVEAU AVANCE - POINTS DIFFICILES *

Démonstrations d'égalités, d'inégalités et de divisibilité

OBJECTIFS DE LA FICHE \dﬁ) RAPPEL : PRINCIPE DE RECURRENCE
@ Maitriser des démonstrations par récurrence Pour démontrer qu'une propriété P(n) est vraie pour tout entier
plus techniques. n>ng METHODE EN 3 ETAPES
@ \Utiliser la récurrence pour prouver des €D initialisation : on montre que P(ny) est vraie, o (eSS taT
égalités, des inégalités et des propriétés
de divisibilite. e Hérédité : on montre gue, pour tout n > ng, T
= g : Hérédité
. ’ si P(n) est vraie alors P(n + 1) est vraie,
@ Structurer une démonstration compléte
et rigoureuse. €) Conclusion : on conclut que P(n) est vraie pour tout n = ng. e Conclusion
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o EGALITES : DEMONSTRATIONS PAR RECURRENCE
a) Montrer par récurrence que, pour tout i € B, b) Montrer par récurrence que, pour tout n € I, c) Montrer par récurrence que, pour tout n € [,
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1. Initialisation : 1. Initialisation : 1. Initialisation :
Pour n = 0: Pour n = 0: Pourn = 1:
1+24...4+0=0 12+224 ... +08 =0 2l-1=1
et "i“_q:_‘_]' =i " ‘.‘*"’f_‘}({'ii‘il.’ _ et (2-1)(29 = L.
2 i
L'égalité est vraie au rang 0. L &galité est vraie au rang (. Legalits est vraie au rang 1.
2. Hérédité : 2. Hérédité : 2. Hérédité :
Supposons que, pour un 1 € I, on ait Supposons que, pour un n € T, on ait Supposons que, pour un 1t > 1, on ait
> n{n + 1)(2n + 1) = n— n—3
142{-3+,..+n=”(”;]). 12—22+...in"——6£—--. 20 -1 =(2-1)2""' + 2" 4+ 24 1)
Alors, au rang n + 1: = 2h=Ll poi=2 4 4241
Alors, au rang 7 + 1: 0l T (2n+1) | (n+ 102 Alors, au rang n + 1:
n(n + 1) N 6 nt-1 v "
ll-zl'...l-n-l-{u-l}: 2—— -+ ('n+]} _ nln o 1){2R 4 1) + 6{n + 1)2 2 _|=2":2| = !
= - n , on—2 e
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La propriété est vraie au rang n + 1. (n 4+ 1)(202 4 Tn 4 B) =20 40 20 42
. = & =(@2-1E" +2" '+ .. +2+1).
3. Conclusion : _ (m= 1)+ 2020+ 3) _ -
Par récurrence, pour tout n € [, L. [ La propriété est vraie au rang n + 1.
nin + 1 (n+ 1)({n 4+ 1)+ 1){2(n + 1) + 1)
]+2+3+...+n:¥. xi 3 ¥ 3. Conclusion ;
La propriété est vraie au rang n + 1. Par récurrence, pour tout n & [,
3 G lusi 2 =
i y 2% =1 =(2=1}2" 4+ 2T ke T 41).
Par récurrence, pour tout n & Pl
124092 govs: 4ol = ’M_),(zn—"'l)
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6 INEGALITES : DEMONSTRATIONS PAR RECURRENCE
a) Soit (u,) la suite définie par u; = 1 et b) Montrer par récurrence que, pour tout 2 = 1, c) Montrer par récurrence que, pour tout n € [,
Up 1 = “"3; 2. nl z 2771 (1+ )" = 1+ nr pourtout réel z = 0
Montrer par récurrence que, pour tout 1 € I, 0 < w,, < 1. 1. Initialisation : 1! = 1 = 2" done 1! = 27, 1. Initialisation : n = 0: (14 a) =1 = 1 4 0 x .
1. Initialisation : 1o = 1 donc 0 < wy = 1. 2. Hérédité : Supposons n! = 2% 2. Hérédité : Supposons (1 + x)" > 1 4 na.
2. Héradité : Supposons < u,, < 1. Alors (n + 1) = (n+ 1)n! = (n+ 1)2" 1, Alors (1 + 2)" ' = (1 + =)"(1 + =)
Alors O <y, <1 =0 <, +2 <3 Or.pour n = 1, n+1 =22 >{(l+nz)(l+z) = 1+x+nz + nx?
En divisant par 3 ; 0 < "_"‘;_2 < 1. Done {(n+ 1) = 2 = 27 L= an, =1+{n+ 1)x 4 na* = 1+ (n+ 1) |
2 ' {car # > 0 et n = 0 donc na? > ).
Donc (0 < w4y < 1. R )
3. Conclusion : Par récurrence, pour tout n = 1, nu! > 27 L, 3. Conclusion :
Par récurrence, pour tout n & M, 0 < u, =< 1. Par récurrence, pour tout n € [ et = = 0,
\ (1 +«)™ > 1+ nx. )
— o = = — = — = ——— e —
e AUTRES PROPRIETES : PIVISIBILITE PAR RECURRENCE
a) Montror par récurronce que, pour tout 1 & N, T divise 4" — 1. c) Montrer par récurrence que, pour tout m = 1, 3" 1 est divisible par 2.
1. Initialisation : 7= = 0 : 4% — 1 = 0 qui est divisible par 7. 1. Initialisation : n = 1: 3' — 1 = 2 qui est divisible par 2.
2. Héradité : Supposons ?| (4" 1), c'est-d-dire 4" — 1 = Tk
avec L E 2. 2. Hérddité : Supposons 2| (3" — 1), c'est-d-dire 3" — | = 2k avec k€ 2.
Aors 4™ — L =A% " -1 =A™ - 1)+ 3 =d % Th +3 = 7{4k) + 3. Blors 3"F 1 =3 x3" 1 =33" -1)+ 2=
Or 4 = —3 (mod T)donc 4% = 2 (mod Thet 4% = —1 (mod Tet B2k a2 - 2300 4 1),
Airwi 4% = | fmod T ain e mutipio de 6, et 47" = 4 (mod Tain lest
Mais. plus simplement : 471 — 1 = 4(4" — 1) + 3 et 4 = —3 (mod 7). 3. Cenclusion :
donc 4(4" — N+ 3 = 34" - 1) +3 = -3=x0+3 =0 {(mod 7). Par récurrence, pour tout e > 1,

- noel [
Denc 7] (4 -1). 3" — 1 est divisible par 2.
3. Conclusion . :

Par récurrence, pour tout n © M, T divise 47 — 1.

A BILAN DE LA FICHE : le sais prouver des inégalités le sais utiliser la récurrence pour des
Je sais prouver des égalités : par récurrence. ; proprigéés de divisibilite,
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